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Re´sume´ :
Tout au long de la vie, le tissu osseux subit un constant remaniement qui lui confe`re ses extraordinaires
proprie´te´s me´caniques couplant raideur, re´sistance et le´ge`rete´. Ce processus de re´organisation de la
microstructure du mate´riau osseux, guide´ par des phe´nome`nes de natures me´canique et chimique, est
connu sous le nom de remodelage osseux. Dans ce papier, nous e´tudions le remodelage osseux dans
le cadre de la the´orie de la re´organisation mate´rielle. Le mate´riau osseux e´tant mode´lise´ comme un
milieu e´lastique orthotrope, localement le remodelage osseux est de´crit par une rotation de ses axes
principaux. Des calculs analytiques et des simulations nume´riques ont e´te´ de´veloppe´s pour e´tudier
le remodelage osseux d’un milieu bidimensionnel sous application d’une contrainte donne´e et l’e´tat
d’e´quilibre atteint suite au remodelage.
Abstract :
The amazing mechanical properties of bone, coupling stiffness, strength and lightweight, are due to a
lifelong stress- and chemistry-driven reorganization of the bony material, known as bone remodeling. In
this study, we model bone remodeling using the theory of material remodeling. Modeling bone material
as an elastic orthotropic medium, remodeling is described as a rotation of its principal axes. Numerical
simulations illustrate the stress-driven remodeling of a two-dimensional body. Moreover, it is shown
that both analytical and numerical results agree in predicting the remodeling equilibrium.
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1 Introduction
Les extraordinaires proprie´te´s me´caniques du tissu osseux, couplant raideur, re´sistance et le´ge`rete´,
sont dues a` un constant remaniement que le tissu osseux subit tout au long de la vie. Ce processus,
connu sous le nom de remodelage osseux, est essentiel pour le bon fonctionnement du tissu osseux
lors de la croissance mais aussi lorsque l’aˆge adulte est atteint. Par exemple, la capacite´ du tissu
osseux a` se remodeler et a` se reconstruire est cruciale suite a` des fractures ou lors de la pose de
prothe`ses. Par ailleurs, des pathologies graves sont lie´es a` un dysfonctionnement de ce processus tels
que l’oste´oporose ou l’oste´ope´trose. Il est inte´ressant de noter que, suite a` des se´jours prolonge´s dans
un environnement en micro-gravite´, le tissu osseux des astronautes montre une structure semblable a`
celle d’un os oste´oporotique (densite´ et re´sistance re´duites). Tous cela montre les natures he´te´roge`nes,
a` la fois me´canique et biochimique, des stimuli re´gissant le remodelage osseux. En effet, le remodelage
osseux est le re´sultat de l’action des cellules osseuses qui, re´gulie`rement, de´truisent et reconstruisent
le mate´riau osseux en fonction des stimuli me´caniques et biochimiques qu’elles rec¸oivent de leur en-
vironnement. Appre´hender le proble`me du remodelage osseux demande des e´tudes sises a` plusieurs
e´chelles et mobilisant des compe´tences varie´es. Nous nous inte´ressons dans cette e´tude a` l’e´chelle du
tissu. Ainsi, l’activite´ cellulaire a` la base du remodelage osseux doit eˆtre traduite de fac¸on pertinente
a` l’e´chelle du milieu continu. A` cette e´chelle, le remodelage osseux peut eˆtre de´crit par l’e´volution
des proprie´te´s me´caniques du mate´riau. Le temps caracte´ristique du remodelage se mesurant en mois,
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cette e´volution peut eˆtre de´crite comme une suite d’e´tats d’e´quilibre. Si les forces me´caniques trouvent
naturellement leur place dans une the´orie me´canique du remodelage osseux, les stimuli biochimiques
doivent, eux aussi, eˆtre pris en compte et leurs effets de´crits convenablement. Un cadre the´orique
approprie´ pour de´crire le remodelage osseux, prenant en compte les stimuli a` la fois me´caniques et
biochimiques, a e´te´ de´veloppe´ par [1], puis applique´ par [2] au tissu osseux. Partant de ces travaux,
nous e´tudions ici le remodelage par rotation d’un milieu continu repre´sentant le tissu osseux. Des
calculs analytiques et des simulations nume´riques montrent la pertinence d’une telle approche. Dans
l’exemple propose´, nous prenons comme prototype le tissu osseux cortical et e´tudions son remodelage
suite a` l’application d’une contrainte constante. Notamment, nous montrons l’e´volution dans le temps
des proprie´te´s me´caniques d’un e´le´ment de ce tissu vers un e´tat d’e´quilibre home´ostatique.
2 Mode`le de remodelage osseux
La the´orie de la re´organisation mate´rielle, dont le cadre ge´ne´ral a e´te´ de´veloppe´ initialement par [1], a
e´te´ applique´e au cas du remodelage osseux par [2]. S’appuyant sur une formulation thermodynamique
pertinente, justifie´e par les e´chelles de temps en jeu, cette the´orie permet de prendre en compte de fac¸on
astucieuse les effets des stimuli me´caniques et biochimiques contribuant au phe´nome`ne du remodelage
osseux. Le tissu osseux est de´crit a` l’e´chelle du milieu continu comme un milieu e´lastique orthotrope
dont les proprie´te´s me´caniques peuvent e´voluer dans le temps sous l’effet de forces me´caniques ou
d’autres natures. Ici, nous nous inte´ressons a` une classe particulie`re de remodelage osseux, a` savoir le
remodelage induit par une contrainte me´canique et donnant lieu a` une rotation des axes principaux
du mate´riau. L’e´tat me´canique d’un point d’un tel milieu est ainsi de´crit par sa position dans l’espace
et par l’orientation de ses axes principaux, soit (x,R).
Une e´criture astucieuse du principe des puissance virtuelle prenant en compte les efforts ge´ne´ralise´s lie´s
au remodelage, permet d’e´crire les lois de bilan pour les forces classiques et celles lie´es au remodelage :
div S+ b = 0 dans B , S n∂ = t∂ sur ∂B ,
i
T+
o
T = 0 dans B , (1)
ou` B est le volume du milieu et ∂B sa surface de normale n∂ ; en outre, S est le tenseur des contraintes,
b est la force volumique, t∂ la force surfacique ; enfin,
i
T et
o
T sont les tenseurs des efforts inte´rieurs et
exte´rieurs lie´s au remodelage. Ce dernier, en particulier, traduit l’effet me´canique des stimuli biochi-
miques. Les donne´es de b, t∂ et
o
T traduisent les actions me´caniques et biochimiques exerce´es sur le
milieu par son environnement.
Le comportement de ce milieu est suppose´ eˆtre e´lastique line´aire orthotrope. Par ailleurs, le remodelage
est un phe´nome`ne dissipatif et la dissipation qui l’accompagne est caracte´rise´e via le principe de
dissipation. La donne´e d’une e´nergie de de´formation faisant intervenir la valeur actuelle du tenseur
d’e´lasticite´ du mate´riau permet alors de pre´ciser le principe de dissipation et d’en de´duire une loi de
comportement pour
i
T. Finalement, les lois de comportement pour S et
i
T s’e´crivent :
S = CE ,
i
T = [S,E] +
+
T ,
(2)
ou` C est le tenseur d’e´lasticite´, E est le tenseur des petites de´formations et [A,B] :=AB − BA est
le commutateur. La valeur actuelle du tenseur d’e´lasticite´ C est obtenue par une rotation du tenseur
d’e´lasticite´ initial C0 re´gie par le tenseur R. Le tenseur
+
T traduit la dissipation lie´e au remodelage qui
est, en premie`re approximation, suppose´e eˆtre une fonction line´aire de la vitesse de remodelage R˙ RT
(un point superpose´ de´signe la de´rive´e temporelle et ?T de´signe l’ope´rateur de transposition) via le
tenseur de dissipation D :
+
T = D (R˙ RT) . (3)
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Les e´quations (1)-(3) constituent un syste`me d’e´quations non line´aires re´gissant localement le proble`me
du remodelage osseux par rotation des axes principaux d’e´lasticite´ du mate´riau. S’il existe une solution
stationnaire de ce proble`me, celle-ci de´finit l’e´quilibre atteint par le remodelage du milieu, c’est-a`-dire
un e´tat dans lequel les proprie´te´s me´caniques du mate´riau (ici, l’orientation de ses axes principaux)
n’e´voluent plus.
2.1 Remodelage passif induit par une contrainte constante
Un cas particulie`rement simple mais ne´anmoins repre´sentatif du remodelage est celui du remodelage
passif induit par une force constante, de direction et intensite´ donne´es. Pour faire simple, on peut
conside´rer un e´le´ment de mate´riau sujet uniquement a` une contrainte axiale d’intensite´ σ selon une
direction eσ, soit S = σ eσ⊗ eσ, ou` ⊗ de´signe le produit tensoriel. Dans ce cas, la solution du proble`me
du remodelage est donne´e par la solution de l’e´quation d’e´volution :
D (R˙ RT) = −[S,E] , (4)
avec la donne´e d’une condition initiale sur R de´crivant l’orientation initiale des axes du mate´riau par
rapport a` un repe`re fixe´ {ei} (i = 1, ..., 3).
On peut remarquer que l’e´quilibre atteint par le remodelage (R˙ = 0) est obtenu quand [S,E] = 0, c’est-
a`-dire quand les axes principaux des tenseurs des contraintes et des petites de´formations deviennent
paralle`les. Puisque ce dernier de´pend de l’orientation courante des axes principaux du mate´riau via
le tenseur d’e´lasticite´ (E = C−1 S), ceux-ci vont tourner (c’est-a`-dire, R va e´voluer) en fonction du
de´faut d’alignement entre S et E et cela jusqu’a` ce que les directions principales de ces tenseurs soient
aligne´es. Il est important de remarquer que, de cette fac¸on, une importante proprie´te´ de l’e´quilibre au
remodelage [3] est obtenue sans introduire aucune recette ad hoc dans le mode`le.
3 Re´sultats et discussion
A` titre d’illustration, dans cette section on se restreint au cas bidimensionnel et on e´tudie le remodelage
d’un e´le´ment de mate´riau sujet a` une contrainte axiale dans la direction eσ ≡ e1.
En dimension deux le tenseur de rotation R e´tant parame´tre´ par un angle α, l’e´quation tensorielle (4)
se re´duit a` une e´quation diffe´rentielle ordinaire scalaire :
d0 α˙ = σ2$(C, α) , (5)
ou` d0 > 0 est le coefficient scalaire parame´trant le tenseur de dissipation D. Dans la figure 1 est trace´e
la fonction $(α), proportionnelle a` la vitesse de remodelage qui se traduit ici par α˙, sur l’intervalle
[0, 2pi].
La fonction $ est une fonction trigonome´trique de l’angle α, les coefficients y apparaissant e´tant
combinaisons des coefficients e´lastiques du mate´riau (voir [2] pour l’expression pre´cise de$, eq. (44), et
pour une discussion plus de´taille´e). Les valeurs des coefficients e´lastiques utilise´es dans cette simulation
sont prises comme en [2] et sont typiques du tissu osseux cortical. Il est e´vident que quatre points
stationnaires existent, dans lesquels $, donc α˙, s’annule. Une analyse plus de´taille´e de ces solutions
montre que seuls deux de ces quatre points sont stables (en vert dans la figure) alors que les autres
deux sont instables (en rouge). Apre`s quelques manipulations, on peut montrer que les solutions stables
ve´rifient l’e´quation :
c1 cos2 α = c2 , (6)
ou` les coefficients c1 et c2 ne de´pendent que des coefficients e´lastiques du mate´riau. Il est inte´ressant
de remarquer que le point α = 0 est instable.
Ce re´sultat est supporte´ par l’e´tude de l’e´volution dans le temps de l’orientation α des axes du mate´riau
en partant de diffe´rentes conditions initiales α0. La valeur α0 repre´sente le de´faut initial d’alignement
entre le premier axe principal du mate´riau (correspondant a` la direction de raideur maximale) et la
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Fig. 1 – Milieu bidimensionnel sous contrainte constante uniaxiale : solution de l’e´quation (4) et points
stationnaires stables (en vert) et instables (en rouge).
direction e1 d’application de la contrainte. Dans la figure 2 sont montre´es les courbes α(t), t e´tant le
temps, obtenues en re´solvant l’e´quation (4) pour des conditions initiales α0 = 10−n, avec n = 0, 1, ..., 6.
Cette figure montre qu’il existe un attracteur α∞ inde´pendant de la valeur de α0. A` noter que l’e´chelle
temporelle de ce graphe, lie´e a` la valeur du coefficient de dissipation d0 et a` l’intensite´ σ de la contrainte,
est arbitraire (dans cette simulation, ces deux coefficients ont e´te´ choisis e´gaux a` 1).
Fig. 2 – E´volution temporelle de α pour des conditions initiales α0 = 10−n (n = 0, 1, ..., 6). L’e´chelle
temporelle est arbitraire.
Plus ge´ne´ralement, on peut dire que, lors du remodelage, le syste`me atteint plus au moins rapidement
tel ou tel attracteur en fonction de la condition initiale α0. Lors de cette e´volution, les axes d’ortho-
tropie du mate´riau tournent de fac¸on a` ce que les axes principaux du tenseur des petites de´formations
E s’alignent avec ceux (fixe´s) du tenseur des contraintes S. Cette e´volution est trace´e dans la figure 3,
ou` sont montre´es des instantane´es des axes principaux du tenseur E (axes des ellipses dans la figure) a`
diffe´rents instants pour α0 = 0.001 (a` gauche) et α0 = 0.1 (a` droite). La couleur se de´grade du rouge
au vert au fil du temps, l’ellipse correspondant a` l’instant initial e´tant en rouge et celle correspondant
a` l’instant final en vert. On peut remarquer que la vitesse de remodelage pour α0 = 0.001 est plus
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faible que pour α0 = 0.1. A` noter que l’angle α de´finit l’orientation des axes principaux du mate´riau
et ne correspond pas a` l’orientation des axes principaux du tenseur E, lesquels vont s’aligner avec ceux
de S (directions horizontale et verticale) pendant que l’angle α e´volue.
α0 = 10−3 α0 = 10−1
Fig. 3 – Orientation des axes principaux du tenser E a` diffe´rents instants pour α0 = 10−3 (a` gauche)
et α0 = 10−1 (a` droite).
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4 Conclusions
La capacite´ du tissu osseux a` adapter sa microstructure en fonction de son environnement est l’une des
plus importantes et fascinantes caracte´ristiques de ce mate´riau. Vraisemblablement, des phe´nome`nes
me´caniques et chimiques divers interagissent dans la re´gulation du remodelage osseux [4] mais les
effets pre´cis des diffe´rents stimuli sont encore matie`re en de´bat dans la communaute´ scientifique.
La plupart des mode`les de remodelage osseux introduisent des lois phe´nome´nologiques pour de´crire
l’e´volution des proprie´te´s me´caniques du tissu osseux (voir, par exemple, [5, 6]). Bien au contraire, une
des caracte´ristiques principales de notre approche est de de´crire le remodelage osseux sans introduire
aucune prescription ad hoc mais en se basant uniquement sur les principes de la me´canique et de la
thermodynamique des milieux continus. Ainsi, le remodelage est de´crit par des lois de bilan obtenues
par une formulation pertinente du principe des puissance virtuelles e´tendu aux efforts de remodelage
et les lois de comportement sont obtenues via une e´criture conse´quente du principe de dissipation. Ce
mode`le se montre pertinent pour la description du remodelage osseux et, en particulier, est capable de
pre´dire correctement l’e´tat d’e´quilibre atteint par le mate´riau en pre´sence d’un syste`me de contraintes
donne´, montrant qu’en cet e´tat les directions principales des contraintes et des de´formations sont
aligne´es [3]. En outre, l’e´volution vers cet e´tat d’e´quilibre e´tant re´gie par le de´faut d’alignement entre
ces directions principales, dans le voisinage de l’e´tat d’e´quilibre l’e´volution du syste`me devient de plus
en plus lente. Ainsi, quoique le mode`le mathe´matique pre´dise un point d’e´quilibre au remodelage, il
est possible d’identifier toute une re´gion d’e´quilibre autour de ce point dans laquelle les proprie´te´s
me´caniques du mate´riau n’e´voluent plus de fac¸on remarquable.
Il faut noter que deux types de tissu osseux existent : le tissu osseux cortical, formant la coque
exte´rieure des os, et le tissu osseux trabe´culaire, sis a` l’inte´rieur des extre´mite´s des os longs. Les
microstructures de ces deux tissus e´tant diffe´rentes (le tissu cortical, plutoˆt dense, est forme´ par des
structures cylindriques dites oste´ons, alors que le tissu trabe´culaire, plutoˆt poreux, est forme´ par des
trabe´cules encheveˆtre´es lui donnant un aspect spongieux), les phe´nome`nes microscopiques re´gissant le
remodelage des tissus cortical et trabe´culaire ne sont pas les meˆmes. Cependant, que ce soit pour le
tissu cortical ou pour le trabe´culaire, a` l’e´chelle du tissu le remodelage osseux se manifeste (et peut
eˆtre de´crit) comme une e´volution des proprie´te´s me´caniques du tissu. Ainsi, la formulation propose´e
est pertinente a` la fois pour les tissus cortical (auquel fait re´fe´rence l’exemple traite´ dans ce papier)
et trabe´culaire, les diffe´rences entre les deux tissus se de´clinant dans les coefficients caracte´risant le
comportement du mate´riaux et dans la donne´e des actions exte´rieurs entraˆınant le remodelage. Donner
des valeurs raisonnables pour ces parame`tres, notamment pour le tenseur
o
T, est souvent tre`s de´licat.
Des travaux de recherche sont en cours visant a` identifier ces parame`tres pour les diffe´rents types de
tissu osseux en utilisant des techniques d’homoge´ne´isation.
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